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e Sémantique d’évaluation (dénotationelle)
e Sémantique computationelle
e Sémantique concrete




e Les expressions doivent étre construites sur les nombres et sur
les opérateurs usuels.

> Exp = T{+’-v‘7/}(N)

Exemple :
B*x4)+2€ Ty . y(N)
3%x(4+2) € Ty —opy(N)?
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1. Les parenthéses construisent |'arborescence du terme -~ = . =




Construire les termes décrivant les listes.

OP =14t 0 vee, s fl wabd

plon)= (b, ft)  —— i

/"V ( | (!;;L (e )lsﬂ) ) or (¢> ;
/U> (é o hit) Tor (D\m‘%i) 0[]

/\/ /Tew) 11&& W} ls&)

py (S!&) (l\,sh , V\ML> FQ \( > %0 4/2-"%




o Les expressions doivent étre évaluées sur les nombres.
o La relation d'évaluation détermine une relation :
eval C Exp x N
o Notation : e € Exp = Ty, _, ;1(N) et n € N alors on note
e = n)& (e.n) € eval

5 SN QR Amantimiia A& rnlinad:; p
nicion {oemantique a evaluatior

buader.
ecbExp=Ty_.n(N)etneN
+N, *N, —N, /n sont les fonctions sur N

R Constante : WJN o Cw
n=>n
R - e=>ne = n R*.e=>n,e'=n'
"e+e =>n+xn "exe =>nxnyn

“e=>ne =1 R/.e=>n,e'=>n’
‘e—e=n—yn " e/ = nfyn’

~ DidierBuchs  Sémantique élémentaire des langages: sémantiques d'expressions
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Soit |'expression 3* 4 a évaluer

Le Y
d?&?:w 3*4”:;4/

| .
Soit |'expression (3* 4) + 1 a évaluer k S N

(
Et_!g‘:! df() (/\]\U (N . .
B4 211 el % I
(3%4)+1=13 liee







P\rw

EXp = T{.,_,_,.,/}(N) etnn € N:
e=>ne=>n=>n=n <

@ S0 SH— @/s\/ OLJ&MT

o P)={x=nAx=1n"=n=r}

= P(n) \/ S \) Ul/uﬁ

e Hyp. P(e)’et P(e') vérifiée alors 0 —>m  e'—> wh

e Plet+e) — (e

)

° P(e—e’) Q+@‘ == vm+Nw

/ o P(e*e') L~
/ o P(e/e’) U G

f@u OLQ\—V\,&N— A& O{LQ\V\A‘T'T:)V‘ ,} cow +f’( %\'N{ .8;'f0




Vee Exp= Ty, _, j(N) ilexistene N t.q.e=>n '

e P(x) = {3k € N,x = k}
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Les mouvements possibles : M = {L, R, F}
Un programme est une liste construites avec (concaténation _:: _,
liste vide €) de telles instructions.

Les programmes sont donc des termes :

T{e.-::_}({La R, F}) - T{(._::-}(M)

M Du)w[f

T’\D ™

Par exemple : suivre un carré correspond au programme :
square=F R PR FLREIFP R e

i Y)@S

(
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Comment donner une sémantique a ce langage?

o il faut fixer un domaine sémantique et [osivie N Aied

e définir des regles pour définir une sémantique d'évaluation.




Le domaine sémantique est composé de :
position € Direct x Coord ou

Direct = {—1,0,1} x {-1,0,1} = {-1,0,1}?

Coord =Z x Z




La relation de transition pour une instruction est donc :

(Direct x Coord) x M x( Direct x Coord) notée @ m =>

Les réegles pour les actions élélpeciltaires -

Ol'\d\l\ & 'V“Qw
° /\/\_/\éy’\r ‘ '%ob
<dp>l=<( ] ' )edp> 1/
°
<dp>R=<( ) | )edp> ) 00"
® IpsF=<dpids
—~
m%
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Pour les programmes comme succession d'instruction :

La relation est étendye
(Direct x Coord) x Direct x Coord
_ p

<d.p>.mov=><d’ p'> <d' p >,pn§=><d”.p">

<d,p>,mov:.prog=+<d' p">

ey, € = {4, r




Question : Prouver que Vp.d :<d,p >, square +<d,p > {
progrmmasle lex gage 10
les quatres rotations successives donnent :
i d 1 tlw ) *xd = ( 0 1 *d -

les mouvements mduusent la nouvelle pgsition E z
p=p+d+( 5 ;) sd+ (% o) xd+ (2% o) =d
1
0

p=p ({3 )+ (% (S SPH(E 1) ed
p=pt{(a )+ 0% 30T K)+0T T ))ed
p=p+((o ))*d L~
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0ecCh Ch 2¢ Ch

3eCh % 5¢Ch

6eCh 7P 8eCh
ncch N E Ch,me Num

9¢ec Ch neNum m'n € Num




Il s'agit de construire la relation : T( . ;(Num) = Num
Table de calcul sur les chiffres!! T(y(Ch) = Num

0+0=0 O0=1"" Q019=9

1+40=0 W=1I"" 1.9=10 Ado
v
9+4+0=>9 9H1=10"" 99 1/8 ler wnuile
o velew~

Al ¢ bl = /nﬁ%










Reégles de I'addition décimale

n+m=k,ke Chc+d=r
cn+d'm=rk

Avec la retenue!!

n+m=retk. ke Ch.c+d=rr.rr+ret=r
cn+dm=rk

—_—

Longueur différente (opérande droite plus longue)
et

n+m= k., ke Chne Ch

n+ d'm= dk w_/ " W;m

n+m= retk,k € Chnec Ch,d +ret =r AN b
n+dm=rk
7 idem opérande gauche plus longue ...
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Il s’agit d’introduire une notion simple de type :

e Un type est attribué a chaque expression, T est |'ensemble des

types. ( Cov{%\ ,]ml\\{ &t )

e La compatibilité est liée aux noms.

e un ensemble OP des opérateurs est fournis.

e le profil des opérateurs est indiqué par la fonction
p:OP—-T*xT ‘Tr%c\,‘wrsk\vg)

e ie. u(op) = t1,..., th.s Vo
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Domaine d’évaluation )
e chaque type t € T a un domaine de valeurs,\Dom(t) D 0\”‘ ﬂ“‘
e chaque opérateur op a une correspondance sémantique opt
e si y(op) = tity...ty, t alors o )P

bo F
Sbw\ O Dom(ty) x Dom(t;) x ... x Dom(t,) — Dom(t) %d 2”
H/* \ Nous allons donc dedunre/construure la relation : !

FPe:v::\ >

- — eH—> ve \)Ow (4)
sefvetmBeshe - ol gonts

OP —\ @@W\ (Vw\\') -

yy /0P O(P{_ o +’N.



e € Exp = Top(0)
op sont les fonctions sur les types

., . .

ne OP,u(n)=%ctite T
TN ns5t
op€ OP,u(op) =titat, THe=>n:t;, THe' = n': 1,
Theope =—>nop n':t

R Constante :

Rop?2 :

'doobe

0601\&& %1w&«4u o\ .__C_——('L'— MH)L MNQQ(‘)LA ¢
Al Vo= v A0 2.@/3

(’o\/Q;v(’la\n T\-— e =N \n s O(m,ux i'}
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b
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e Calcul de I'effet de chaques étapes intermédiaires

e Forme de sémantique mettant en évidence les calculs effectifs
e La stratégie devient explicite

-

Nous allons :
e Donner les regles pour I'exemple des expressions arithmétiques

o -

e Montrer leur validité et complétude
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e La relation d’ un pas dévaluation détermine un systeme de
transition : comp C Exp x Exp

o Notation : e € Exp = Ty, _ . 1(N) et n € N alors on note
e —» n< (e, n) € comp

1 (Sémantique computationelle

e, el, e e Exp = T{_’_’_,"/}(N) et n, n' €N et +N, *N, —N, /N sont
les fonctions sur N

i ey eyt A e
RC_:n-n'—)n—Nn’ RC/:n/n'—)n/Nn’
Vop € {+'-’*$/}
e— e e — e

RCL : RCR :

Ao eope — e" opé @oﬁzbeopd—beope" | 0




Soit I'expression (3* 4) +1 a calculer
Solution :

0o, - “ e
L (B*x4)+1—12+1'12+1— 13




A+9 \Q
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Constat : il y a différentes dérivations possibles, c'est le non
déterminisme de |'application de RCL et RCR, il s/a_gnt,dgmu_sL
cela implique un résultat de calcul différent ?

soit — un systéme de transition la fermeture transitive —* est
une relation satisfaisant les propriétés suivantes :

* /]
Reg: £=2¢ po = ehe —re
e —* ¢ e —* ¢




L'application des régles construit une suite de réduction, lorsqu'il
n'y a plus de réduction possibles nous parlons de forme
irréductibles (ou canonique).

soit — un systeme de transition la relation canonique ~~ est une

relation satisfaisant les propriétés suivantes :
O LR)I

e —*eé e /o€

g~k e ne N
n~n C/

RCanon :

RBase :




Vee€ Exp= Ty, _, j(N) et 3e' € Expet 3n€ N
ewe e =n

e = contraposée
e <« direct




Ve € Exp = T{.*.’_,,,'/}(N) etdne N
e=ns=e~n

e — par induction
e < par induction




Pour les programmes comme succession d'instruction nous avions :
La relation est étendue

(Direct x Coord) x Ty, .. (M) x Direct x Coord

Il faut dans une sémantique par pas que :

(Direct x Coord) x Ty, .. (M) x Direct x Coord x T, .. y(M)

La regle était :
<d.p> mov=><d . p'>.<d p'>. =<d” p">
<d,p>.mov:prog=><d".p" >

La régle devient :
<d.p>,mov=<d’' p'>
<d.p>,mov::prog—+<d' .p/ >, prog
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soit — un systéme de transition la fermeture transitive —* est
une relation satisfaisant les propriétés suivantes :

RCB - <d,p >, prog —<d' p' >, prog’

"< d.p>.,prog —*< d'.p >.prog’

<d,p>,prog —*<d". p" > prog" —<d'. p >. prog
RCI :

<d,p>.prog —*<d' p >, prog’

<d,p>.prog —'*<d.p>¢
<d,p>,prog ~<d.,p >

RCanon :




Il s'agit de la sémantique classique d'un langage fournie par son
_compilateur ! Dans notre exemple nous idéaliserons le compilateur

ainsi que la machine abstraite d'exécution. Le processus de calcul
est donc decomposé en :

e La traduction des expressions en programmes de la machine
abstraite : = 1;.4C E_xe x Prog

e |'exécution du programme de la machine abstraite sur une
ile : = aC Stack x Prog x Stack
P MA= o8 ol

=9




La machine abstraite pour notre exemple implémente une pile pour
le calcul des expressions : Les instructions de la machine abstraite :

e Push: N — Instruction
e Pop :— Instruction
e Apply(+) :— Instruction
e Apply(*) :— Instruction hor Sl\/uc\v
e Apply(—) :— Instruction
e Apply(/) :— Instruction
Un programme est une suite d'instruction :
e _, _: Prog, Instruction — Prog )
® noop :— Prog

\

ch].lowwe ids 1,




Il s'agit de donner un domaine sémantique a la fonction
d’évaluation, ici on choisi une d'une pile d’entier engendrée par les
opérationle et :: (pile vide et concaténation) : Stack = Ty .. }(N)

p € Stack et n,n’ € N

RPush : RPop :
p Pﬂn) p:n

p::npg:)p




p € Stack et n,n’ € N et +y, *n, —n. /i sont les fonctions sur N
Yop €t —; *v/}

RAp o
punzn =&°p)p::nopNn’

Rseq: PEE 0 Lo pf

Ryvide : g =
p=rp p P&
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Une maniére simple et efficace de fournir une sémantique consiste
en la traduction de ce langage en un autre langage dont on connait
un mécanisme d'évaluation.

prog.prog’ € Prog et n.n' € N
RTMAn :

N = Traqg Noop; Push(n)
VOp € {+’ =) *,/}
€ = Trad Prog, €' = Trad Prog’

e op € = 1raq prog; prog'; Apply(op)

RTMAProg :




Afin d'assurer la correction du processus il faut que :

Ve, dn, 3prog t.q.
e=nee=r1gprog AN =2 :n

(3 prouver en exercice!!)

Remarque : L'opération _; _: Prog, Instruction — Prog doit étre
étendue vers _; _: Prog, Prog — Prog

o _opburste i p (Prey ) = pros

%
qi(/O’ (— 6>~f05 ~— ’ !
o2 .\ 1152 Uﬂ @@r&«o%)ff@‘os
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